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線分 PQ の方程式は
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 を 
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(0 (h a であるとき　　f 0 1h =sinh8 9-1
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とし，f 0 1h  の変域を調べる。
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よって，② を満たす h ( <0 <h a) がただ 1 つ存在するから，その h を b ( <0 <b a) とす

ると， (0 (h a における f 0 1h  の増減は次のようになる。

h 0 … b … a

f - 0 1h  + 0 -  

f 0 1h 0 9 極大 : 0

したがって　　 (0 (f 0 1h f 0 1b
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=h 0，
p

2
 の場合も考えると，線分 PQ が通過する領

域 D は，次の連立不等式で表される。
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s　(1)　 -2a =1， -1a =log 0 1+U2 1 　　(2)　略　　(3)　証明  略， nc =0
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(2)　 na =Q 0

p
4

ncos xdx=Q 0

p
4

0 1sin x - -n 1cos xdx

　　　=
0

p
4

4 5sin x -n 1cos x +0 1-n 1 Q 0

p
4

2sin x -n 2cos xdx

　　　=
n

8 9
1

U2
+0n 1-1 Q 0

p
4

0 1-1 2cos x -n 2cos xdx

-2-



　　　=
- n

22 +0n 1-1 8Q 0

p
4

-n 2cos xdx 9-Q 0
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4

ncos xdx

　　　=
- n

22 +0n 1-1 -n 2a -0n 1-1 na

　よって　　 nna =
- n

22 +0n 1-1 -n 2a

(3)　有理数 nb ， nc  によって， 2na  が  2na = nb + npc   …… ①  と表されることを示す。

　n=0 のとき 0a =Q 0

p
4

dx=
p

4
 であるから， 0b =0， 0c =

1

4
 とすれば ① の形に表される。

　次に，n>0，n<0 のときに分けて，数学的帰納法を用いて ① の形に表されることを

　示す。

　(i)　n>0 の場合

　　[1]　n=1 のとき

　　　 2a =Q 0

p
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=
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　　　よって， 1b =
1

4
， 1c =

1

8
 とすれば， 2a  は ① の形に表される。

　　[2]　n=k 0k 1>0  のとき， 2ka  が ① の形に表されると仮定する。

　　　すなわち kb ， kc  を有理数として　　 2ka = kb + kpc

 　　　(2) より　　02k 1+2 2( )+k 1a =
- 2( )+k 1

22 +02k 1+1 2ka

　　　　　　 　　 02k 1+2 2( )+k 1a = -( )+k 12 +02k 1+1 0 kb 1+ kpc

　　　よって　　  2( )+k 1a =
-( )+k 12

+2k 2
+

+2k 1

+2k 2 kb +p
+2k 1

+2k 2 kc

　　　k， kb ， kc  は有理数であるから，

　　　　　　　　  +k 1b =
-( )+k 12

+2k 2
+

+2k 1

+2k 2 kb ，　 +k 1c =
+2k 1

+2k 2 kc

　　　とおくと， +k 1b ， +k 1c  も有理数である。

　　　よって，有理数 +k 1b ， +k 1c  によって　 2( )+k 1a = +k 1b + +k 1pc    と表される。

　　[1]，[2] より，n>0 であるすべての整数 n について， 2na  は ① の形に表される。

　 (ii)　n<0 の場合

　　[3]　n=-1 のとき

　　　(1) から　　 -2a =1

　　　よって， -1b =1， -1c =0 とすれば， -2a  は ① の形に表される。

　　[4]　n=-k 0k 1>0  のとき， -2ka  が ① の形に表されると仮定する。

　　　すなわち -kb ， -kc  を有理数として

　　　　　　　　  -2ka = -kb + -kpc

　　　(2) より　　-2 -2kka =
- -2k

22 +0 1--2k 1 --2k 2a

　　　よって　　02k 1+1 -2( )+k 1a = k2 +2 -2kka
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　　　　　　　　02k 1+1 -2( )+k 1a = k2 +2k0 -kb 1+ -kpc

　　　ゆえに　　 -2( )+k 1a =
+k2 2 -kkb

+2k 1
+p

2k

+2k 1 -kc

　　　k， -kb ， -kc  は有理数であるから，

　　　　　　　　 -( )+k 1b =
+k2 2 -kkb

+2k 1
，　 -( )+k 1c =

2k

+2k 1 -kc

　　　とおくと， -( )+k 1b ， -( )+k 1c  も有理数である。

　　　よって，有理数 -( )+k 1b ， -( )+k 1c  によって

　　　　　　　　 -2( )+k 1a = -( )+k 1b + -( )+k 1pc 　と表される。

　　[3]，[4] より，n<0 であるすべての整数 n について， 2na  は ① の形に表される。

　以上から，すべての整数 n について，有理数 nb ， nc  によって， 2na  は

　　　　　　　　　　　　  2na = nb + npc 　と表される。

　また，n<0 のとき　　   -n 1c =
-2n

+-2n 1 nc

　ここで， -2a =1 より　　 -1c =0

　よって，n<0 であるすべての整数について　　 nc =0

３

s　(1)　r=]
++1 2a 2b

+1 2b
，s=] +1
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2
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，t=

2ab
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(1)　[解 1]　点 A 0 10，a  を中心とする半径 r の円

　　の方程式は

　　　　　　

2x + 2
0 1-y a = 2r

　　両辺を x で微分すると

　　　　　　2x+20y 1-a
dy

dx
=0

　　y'a のとき

　　　　　　

dy

dx
=-

x

-y a

　　また，

2x -
2y
2b

=1 の両辺を x で微分すると　　2x-
2y

2b
･

dy

dx
=0

　　y'0 のとき　　

dy

dx
=

2b x

y

　　双曲線と円が点 B  0 1s，t  で接するので

　　　　　　　

2s + 2
0 1-t a = 2r 　    …… ①

　　　　　　　

2s -
2t
2b

=1　　 　   …… ②

　　　　　　　-
s

-t a
=

2b s

t
　　 …… ③

　　s'0 であるから ③ より　　　-t= 2b 0t 1-a
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　　よって　　t=
a 2b

+1 2b
　…… ④

　　②，④ から　   2s =1+
2a 2b

2
0 1+1 2b

　　s>0 であるから　　s=] +1
2a 2b

2
0 1+1 2b

　…… ⑤

　　①，④，⑤ から

　　　　　　

2r =1+
2a 2b

2
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+
2a

2
0 1+1 2b

=
++1 2a 2b

+1 2b

　　r>0 であるから　　r=]
++1 2a 2b

+1 2b

　[解 2]　B 0 1s，t  における双曲線の接線の方程式は

　　　　　　sx-
ty

2b
=1

　　よって，B 0 1s，t  における法線の方程式は

　　　　　　

t
2b
0x 1-s +s0y 1-t =0

　　この法線が円の中心 A 0 10，a  を通るから

　　　　　　-
st

2b
+s0a 1-t =0

　　s'0 であるから　　-t+ 2b 0a 1-t =0

　　よって　　t=
2ab

+1 2b

　　 0 1s，t  は双曲線 2x -
2y
2b

=1 上にあるから

　　　　　　　

2s -
2t
2b

=1

　　s>0 であるから　　s=] +1
2t
2b

=] +1
2a 2b

2
0 1+1 2b

　　2 点 A，B の距離が円の半径 r に等しいので

　　　　　　

2r = 2s + 2
0 1-t a =1+

2a 2b
2

0 1+1 2b
+
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8 9-
a 2b

+1 2b
a
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2
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+1 2b
=

++1 2a 2b
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　　r>0 であるから　　r=]
++1 2a 2b

+1 2b

(2)　AB=AC は常に成り立つから，¦ABC が正三角形となる条件は AB=BC が成り

　立つことである。

　よって　　r=2s　　　s>0，r>0 より　　

2r =4 2s

　(1) の結果を代入して　

++1 2a 2b

+1 2b
=4>1 ?+

2a 2b
2

0 1+1 2b
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　分母を払って　　　　01 1+ 2b 01+ 2a 1+ 2b =46
2

0 1+1 2b 7+ 2a 2b

　a について整理すると　　01 1-3 2b 2a =3 2
0 1+1 2b

　この式を満たすような正の実数 a が存在するためには

　3 2
0 1+1 2b >0 であるから　　1-3 2b >0

　これを解いて　　-
1

U3
<b<

1

U3

　b>0 であるから　　0<b<
1

U3

　このとき (1) の結果から r も存在する。

　したがって，求める b の値の範囲は　　0<b<
1

U3

４
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1

16
　　(3)　
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(1)　奇数，偶数ともに 5 回ずつ出る場合であるから,　求める確率は

 O 6

X

(回)
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8 9
1

2
=252%

1
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63

256

(2)　X 0 16 =0 となるためには，奇数，偶数ともに 3 回

　ずつ出ればよいが，条件を満たす偶奇の起こる順の

　決め方は，右図の経路の数と同じで 4 通り。

　求める確率は
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(3)　(1) と同様に奇数，偶数ともに 5 回ずつ出ればよい

　が，起こる順の決め方は，右図の経路の数と同じ 

　28 通り。

　求める確率は
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s　(1)　S 0 10 =
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2
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2

0 1a･b 

　　　(2)　S 0 11 =
1

2
U -

2
-b a 

2
-c a 

2

6 70 1-b a ･0 1-c a 　　(3)　 t=
1

3

(1)　S 0 10  は △OAB の面積に等しい。4AOB=h とすると
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　　　　　　　S 0 10 =
1

2
a b sinh =

1

2
a b U -1 2cos h

　　　　　　　　　=
1

2
a b ] -1

2

8 9
a･b

a b 
=

1

2
U -

2
a 

2
b 

2

0 1a･b 

(2)　S 0 11  は △ABC の面積に等しいから，(1) の結果の a を b-a で，b を c-a でそれ

　ぞれおき換えて

　　　　　　　S 0 11 =
1

2
U -

2
-b a 

2
-c a 

2

6 70 1-b a ･0 1-c a 

　u　次の表し方でも正しい。

　　　　　　　S 0 11 =
1

2
U -

2
-a b 

2
-c b 

2

6 70 1-a b ･0 1-c b 

　　　　　　    　　=
1

2
U -

2
-a c 

2
-b c 

2

6 70 1-a c ･0 1-b c 

(3)　(2) の結果の c を tc におき換えて

　　　　　　　S 0 1t =
1

2
U -

2
-b a 

2
-tc a 

2

6 70 1-b a ･0 1-tc a 

　ここで，b-a=0 1-1，1，0 ，tc-a=0t 1-1，t，t  であるから

　　　　　　　

2
-b a =2，　

2
-tc a = 2

0 1-t 1 + 2t + 2t =3 2t -2t+1，

　　　　　　　0b 1-a ･0tc 1-a =-0 1-t 1 +t=1

　よって　　S 0 1t =
1

2
U -20 1+-3 2t 2t 1 1 =

1

2
U +-6 2t 4t 1 =

1

2] +6
2

8 9-t
1

3

1

3

　したがって，S 0 1t  は t=
1

3
 のとき最小となる。
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